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INTRODUCTION 
Soit K un compact de @, R(K) (resp. H(K)) l’espace des fonctions 
sur K qui s’approximent uniformement par des fonctions holomorphes 
(resp. harmoniques) au voisinage de K. Les mesures representatives 
de H(K) et leur relation B R(K) ont CtC etudiees dans [2, 31 du point 
de vue du potentiel classique. Une mtthode de diffusion dans K 
permet de donner des interpretations simples des mesures representa- 
tives de H(K). 
La Section 1 rappelle les definitions relatives a la topologie fine et les 
propriCtCs utilisees par la suite. 
La Section 2 donne une caracterisation de la mesure de Keldych 
et de l’espace H(K); ces resultats s’etendent sans changements aux 
compacts de Rn. 
Dans la Section 3, on en deduit des methodes de construction de 
mesures de Jensen de R(K) et la relation entre les parties de Gleason 
et l’interieur fin. 
Dans la Section 4, on donne une formule de calcul d’une derivation 
bornee en certains points de 8K, ce qui permet de prolonger la 
structure analytique en ces points de X. 
Nous remercions M. Paul Malliavin pour les nombreuses conversa- 
tions que nous avons pu avoir avec lui durant la preparation de ce 
travail, ainsi que M. John Wermer pour les entretiens qu’il nous a 
accord& et M. Bent Fuglede pour une erreur qu’il nous a signal6 
dans la preuve du theoreme 1. 
1. PRELIMINAIRES DE THEORIE DU POTENTIEL 
Soit b,(t) le mouvement brownien standard sur @. Notons Sz I’espace 
des trajectoires w  et pour tout x E @, Px la loi conditionnelle sachant 
que le processus part de x a l’instant t = 0. Si A est une partie 
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mesurable de C, on notera TA(w) = inf{t > O/b,(t) $ A) le premier 
temps de sortie de A et de mCme PA le premier temps d’entree dans A. 
Si E est ouvert de Cc, le mouvement brownien steppe a la sortie de 
E est le processus b,(inf(t, TE)). 
Si A est un borelien de @, pour tout x E A, on a I’“( TA = 0) = 0 
ou 1 parce que TA est un temps d’arret (voir [I, p. 301). On dit que x 
est point interieur fin de A si x E A et si I’“( TA = 0) = 0 autrement 
dit, un point x est interieur fin, si partant de X, les trajectoires du 
processus restent pendant un intervalle de temps > 0 dans A, 
presque surement. Ceci permet de definir une nouvelle topologie qui 
coincide avec la topologie fine de Cartan. 
Les principales proprietts de la topologie fine sont CtudiCes dans [l] 
dans le cas de la theorie du potentiel associee a un processus de Hunt. 
Nous aurons besoin des resultats suivants: 
(1) la topologie fine est la topologie la moins fine qui rend continues 
les fonctions surharmoniques. 
(2) dire qu’une fonctionf a une limite fine h lorsque x tend vers x,, 
finement, c’est dire que f(b,(t)) tend vers h si t -+ O+, PO-presque 
surement. 
Soit maintenant A une partie compacte de C, p une probabilite sur 
A. L’Cnergie de p est 
et on appelle capacite logarithmique de A, 
C(A) = exp( -inf I(p)) 
oti l’infimum Porte sur l’ensemble des probabilites portees par A. 
Pour tout X, notons 
A,(x) = (z E c/2-+1 < 1 z - x I < 2-q. 
Soit x E A. D’apres le critere de Wiener, x est point interieur fin de A 
si et seulement si 
c 1z log[C&) n Aq-l < +co* 
Soit U un ouvert fin de C. Nous dirons qu’une fonction reelle f 
definie sur U est finement surharmonique, si elle est finement sci 
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et si pour tout x0 E U, tout voisinage fin V de x0 tel que r C U 
(V designe l’adherence fine de V), on a 
On dit que f est finement harmonique si f et -f sont finement sur- 
harmoniques. 
Cette definition ne coincide pas avec celle de Fuglede don&e dans 
[4]. Nous utiliserons certaines proprietes de ces fonctions demontrees 
dans un cadre plus general dans [4]; en particulier, 
(3) si U est ouvert fin borne, si f est finement surharmonique dans 
U et si, pour tout y E a,U (front&e fine de U), on a, au sens fin, 
ty inff(x) > 0, 
JCE 6 
alors f >, 0 dans U. 
(4) Si f est finement surharmonique dans un ouvert fin finement 
connexe de C et si elle atteint son minimum en un point de cet ouvert, 
elle est constante. 
(5) Si U est ouvert fin et si f est une fonction numerique don&e 
sur a,U, alors la balayee de f sur UC est finement harmonique sur U 
lorsque f est rbolutive. 
2. ESPACES DE FONCTIONS HARMONIQUES 
Soit K un compact de C, H(K) l’adhtrence des fonctions harmoni- 
ques au voisinage de K dans l’espace des fonctions reelles continues 
sur K. 
Soit P la front&e de Choquet de H(K): on sait que la seule mesure 
reelle portee par P et orthogonale a H(K) est ~1 = 0. (voir [2]). 
LEMME 1. Soit (U,), me suite dkcroissante d’ouverts de C telle que 
n, u, = K. 
Alors (TV,), converge vers TRt oh K’ est l’inttkieur jk de K. 
Preuve. On a Cvidemment T, > TKp pour tout n. Fixons x0 E K’, 
E > 0 et montrons que 
I=‘(T, b TK* + l , Vn) = 0. 
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Si T est un temps d’arret du mouvement brownien, on definit une 
application mesurable 6,: Q -+ 8 par 
Au prealable, montrons que: 
G,,, = TK’ -k T, 0 erK. . (0) 
Pour cela, introduisons la fonctionnelle multiplicative Qn associee 
trivialement a TV, , P savoir 
@n(t) = ll rO,TU,t(o’ 
On vtrifie aussitbt que pour tout x E @, on a 
et ceci implique que Qp, est une fonctionnelle de Markov forte (voir 
[l, p. 1191). Mais a cause de [I, p. 1251 on deduit alors que 1’CgalitC (0) 
a lieu. 
Mais alors on a trivialement par (0) 
oh g*Ke est la tribu du temps d’arr&t TKl . Done par la propriete de 
Markov, il vient 
P@(T, > TKt + E Vn) = P”“(PbT”~(Tu, > E Vn)). 
Mais par [l, p. 621, 6,, est dans la front&e fine &KY de K. Mais 
sixEa&,ona 
P”(T,” > E VH) = 0 
car, pour presque tout w  E Q, sachant qu’on part de x E a,K B t = 0, 
il existe t < E, tel que b,(o) $ K, done il existe t < E et n avec b,(w) 6 U,, 
de sorte que T,,(w) < E. 
COROLLAIRE. Soit (U,), une suite dt!croi>sante d’ouverts rl;guliers 
de @ telle que 0, U, = K. Soit AU: la mesure harmonique de x0 E K 
relativement d U, . Alors (hs;), converge vaguement vers la balayke de a=0 
SW la fronti&eJine de K. 
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Preuve. Soit f continue a support compact dans C. Alors, par 
definition: 
s f dq” = E” (fv%U” 1). 
D’aprb le Lemme 1, br”, 
d’oh le corollaire puisque 
converge PQ-presque surement vers br.K, , 
DEFINITION. La balayee de azO sur la front&e fine de K est la 
mesure de Keldych de x0 relativement a K; elle est notee Vz, et elle 
cojincide avec la mesure de Keldych definie dans [2]. 
LEMME 2. I1 y a gal& entre les trois ensembles suivants: 
(1) la front&e jine de K, $K. 
(2) Z’ensemble (3 E K/V, = S,} 
(3) Zafronti&re de Chopuet de H(K). 
Preuve. L’CgalitC de (1) et (2) est immediate car la balayee de 6, 
sur 8,K est portee par 8,K. L’CgalitC de (2) et (3) resulte du Corol- 
laire 6.4 de [2]. 
THI$OR&ME 1. H(K) est I’espace des fonctions continues SW K et 
jinement harmoniques sur K’. 
Preuve. Soit F l’espace des fonctions continues sur K et finement 
harmoniques sur K’. Cet espace est stable par passage a la limite 
uniforme car les CgalitCs 
f(x) = EWb-“)) 
pour V voisinage fin de x, r contenu dans K’, se conservent par limites 
uniformes. De plus F contient les fonctions harmoniques au voisinage 
de K: en effet supposonsf harmonique sur un voisinage W de K, et 
soit w’ voisinage de K tel que w’ soit relativement compact dans W. 
Alors le processus (f(b(inf(t, T,,)))), est une martingale pour les 
probabilites Pz(x E K) et les tribus (gInt(f,TW,)l . 
Soit alors x E K’, V voisinage fin de x, tinement ferme contenu dans 
K’. Comme TV < T,, , TV est un temps d’arr&t pour les tribus 
-%lf(l.T,.) * 
D’apr&s le thCor&me d’arrCt de Doob, le couple Cf(x),f(bT,)} est 
une martingale, d’ou I’CgalitC cherchee 
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Ainsi F 1 H(K). Soit X la front&e de Choquet de F; alors X 3 P. 
Mais X = P car sinon, il existerait x E X - P. Mais, d’apres le 
Lemme 2, x serait point interieur fin de K et aurait une mesure 
representative non triviale pour F. Maintenant, H(K) n’admet aucune 
mesure rtelle orthogonale sur P autre que 0. On en deduit alors que F 
et H(K) ont les memes mesures orthogonales (voir [2, Corollaire 4.3]), 
done sont Cgaux. 
3. MESURES DE JENSEN DE R(K) 
Appelons R(K) l’adhtrence uniforme dans l’espace des fonctions 
continues sur K, des fonctions holomorphes au voisinage de K. 
Appelons “front&e de Jensen” de R(K) l’ensemble des points x de K 
tels que la seule mesure de Jensen de x pour R(K) soit 6, . 
LEMME 3. Soit K un compact de 62, K’ son intkieur jk, x E K, T 
un temps d’arre”t du mouvement brownien tel que T < TKf , Px-presque 
szirement. Alms la loi de la variable aleatoire b, sachant qu’on part de x 
h l’instant t = 0 est une mesure representative de H(K) et une mesure de 
Jensen de R(K) pour x. 
Preuve. On montre que cette loi est une mesure representative 
de H(K) pour x exactement comme au debut du ThCoreme 1. Soit f 
une fonction holomorphe au voisinage IV1 K; alors log 1 f / est 
sous-harmonique; done (log If(bt)l)t est une sous-martingale pour 
t < Tw, ou W 3 tv’ 3 IV’ 1 K. 11 suffit alors d’appliquer le theoreme 
d’arret de Doob a T pour conclure que 
Posons *p,n = max(log If, I, -P>: elle est sous-harmonique au 
voisinage de K, done z/~,~(x) < E~(#~,~(br)), d’oh en faisant tendre 
successivement n puis p vers + co, on conclut. 
COROLLAIRE. La front&e de Jensen de R(K) est Lgale h la front&e 
Jine de K et pour tout x E K la mesure de Keldych V, de x est la seule 
mesure de Jensen de R(K) portee par la front&e fine de K. 
Preuve. On sait que les mesures de Arens-Singer de x pour R(K) 
( i.e., les mesures de probabilite p sur K telles que log 1 f (x)1 = 
J log / f I dp pour f inversible dans R(K)) sont exactement les mesures 
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representatives de x pour H(K) (voir [2, Lemme 3.11) et que toute 
mesure de Jensen de x est une mesure de Arens-Singer. Done si x est 
dans la front&-e fine, la settle mesure de Arens-Singer de x pour R(K) 
est 6, (Lemme 2) done aussi la seule mesure de Jensen. 
Reciproquement, si x nest pas dans la front&e fine, alors 6, # I’, 
(Lemme 2) et done I’, est mesure de Jensen nontriviale de x 
(Lemme 3). 
Par la technique du balayage, on peut obtenir t&s facilement la 
demonstration d’un theoreme de Davie (voir [3, Theo&me 3.21). 
TH~ORBME 2. Soit x E K; soit h, la mesure harmonique de x pour 
K (intkieur de K pour la topologie usuelle). Supposons h, # V, . Alors 
l’ensemble des mesures de Jensen de x port&es par aK (front&e de K 
pour la topologie usualle) n’est pas compact pour la topologie de la norme. 
Preuve. La mesure harmonique h, de x est la balayee de 6, sur 
aK (i.e., c’est la loi de repartition du mouvement brownien issu de x 
a l’instant 7’;). 11 suffit de demontrer le lemme suivant: 
LEMME 4. Soit x E K. Supposons X, # V, . Pour toute partie fermee 
F C aK - P, il existe une mesure de Jensen de x coneentree sur P v F, 
majorant X, sur F, distincte de V, d&s que F est de mesure harmonique 
positive, distincte de X, dt?s que aK - P - F est de mesure h, positive. 
Preuve du Lemme 4. I1 suffit de considerer la mesure p de repartition 
du mouvement brownien issu de x arrete a l’instant ?“,,,: c’est une 
probabilite car on balaie sur une partie contenant P. De plus, si B est 
borelien de F, alors: 
puisque rf,,, > paK; d’oh le lemme 4. 
EXEMPLE . On peut avoir des compacts K tels que h, # V, pour 
x E K. C’est le cas de l’exemple construit par Gamelin et Rossi dans 
[2]. On part du disque unite de C et on considere l’ensemble de 
Cantor J de [- 1, + I] et on en&e du disque, les disques ouverts 
dont Ies .diametres sont les intervalles contigus a J. On peut avoir 
X, # V, pour x E R; X, est port&e par la front&e de la composante 
connexe de x dans R; mais si les points de J sont inttrieurs fins, le 
mouvement brownien issu de x traverse avec une probabilite > 0, 
le diametre [- 1, + I] de sorte que la mesure de Keldych peut 
charger la front&e de la composante connexe de R ne contenant pas x. 
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TH~OF&ME 3. Soit x intkrieur jn de K. Alors la partie de Gleason de 
x contient au mains toute la composante connexejne de K’ qui contient x. 
Preuve. I1 suffit de voir le lemme suivant : 
LEMME 5. Soit x, x’ deux points de la m&me composante connexe fine 
de K’. Alors V,et V,l sent absolument continues l’unepar rapport ct l’autre. 
Preuve. Soit f continue a support compact dans C et soit 
469 = V&f) F ixons x0 E K’ et soit V voisinage fin de x,, tel que 
x0 E V C V C K’ (Vest l’adhbence fine de V). On a: 
de sorte que # verifie la propriete de moyenne fine. De plus # est 
finement continue dans K’ (voir 1 (5)). Ainsi si f > 0 et si V,(f) = 0 
en un point x E K’, alors V,(f) = 0 d ans toute la composante connexe 
fine de K’ contenant x. (voir 1 (4)). 
EXEMPLE. (1) Dans l’exemple de Gamelin, le mouvement brownien 
a une probabilite strictement positive de passer de I’une des compo- 
santes connexes de R a I’autre. Mais ici l’indrieur fin de K est finement 
connexe. 
(2) On peut avoir des points front&es fins qui sont dans la mCme 
partie de Gleason que des points interieurs fins. Par exemple, prenons 
le disque unite de @ et enlevons de ce disque, les disques A, cent& en 
(3/2) . 2-” et de rayon 3- n. Alors 0 est point front&e fin du compact 
ainsi obtenu et il n’est pas point pit de R(K), done la partie de 
Gleason de 0 n’est pas reduite a 0 et contient en fait tout I’indrieur 
de K. 
THBOF&ME 4. Soit x0 E R et p une probabilitt portke par BK. Les 
propri&% suivantes sent kquivalentes: 
(i) p est mesure de Jensen de x. 
(ii) P, ,< Pa., partout et P, = P8z, sur Kc. 
Ici P dtsigne indifferemment le potentiel logarithmique de C ou le 
potentiel de Green relativement P un disque contenant K, done 
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ou 
PAYI = -j ‘% Y> 4-M 
ou G est la fonction de Green d’un disque contenant K. 
Preuve. (i) =P (ii) est evident car si y c C, z + x - y est holo- 
morphe et elle est inversible si y E Kc. 
(ii) =z- (i) la condition P, = Paa hors de K implique que ~1 est 
mesure representative de x,, pour H(K) (voir [3, Corollaire 1.41). Soit 
alors $ sous-harmonique dans un voisinage U de K. On peut supposer 
U regulier. Alors # est la somme d’une fonction harmonique h et d’un 
potentiel de Green relativement a U, soit PUV oh V est mesure < 0. 
Done pour x E U 
oh h,U est la mesure harmonique de z relativement a U. 11 suffit de 
voir que 
(P”w%) < J (P”V(x) q.qx). 
Or 
J J 
Mais (PP)(x) B (f’~)(x) partout 
(Pp)(z) = (PQ(a) hors de K done en 
concentree d&u. D’ou 
particulier sur aU oh est 
Ainsi pour # sous-harmonique au voisinage de K#(x,) < J #( y) dp( y). 
Cela a lieu en particulier pour # = log 1 f 1 avec f holomorphe au 
voisinage de K et on con&t pour tout f E R(K) comme a la fin du 
Lemme 3. 
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COROLLAIRE 1. Soit x E 1% II y a identite’ entre l’ensemble des 
mesures de Arens-Singer de x et l’ensemble des mesures de Jensen de x qui 
sont porteespar aK, pour l’algebre R(K). 
Preuve. 11 suffit de voir que toute mesure de Arens-Singer de x est 
mesure de Jensen de x. Soit ,u une telle mesure portee par 3K. On sait 
que Pp = PS, hors de K; comme P6, est continu sur 8K car x E R 
et que Pp est sci, on en deduit que Pp < PS, sur aK. Supposons ici 
que P est le potentiel de Green relativement a un disque contenant K; 
alors pour le principe du maximum pour les potentiels, on en deduit 
que Pp < PS, sur K, d’ou la conclusion par le Theoreme 4. 
COROLLAIRE 2. Soit x E K. Les mesures de Jensen de x obtenues par 
balayage de 6, sur les parties Jinement fermees A telles que P C A C 8K 
sont des &ments extremaux du convexe faiblement compact des mesures de 
Jensen de x port&es par aK. 
Preuve. Soit P C A C aK une partie finement fermee et L&‘= la 
balayte de 6, sur A. C’est une mesure de Jensen de x. Supposons qu’il 
existe X E [0, l] et p, I’ mesures de Jensen de x sur 3K avec 9$‘= = 
A/L + (1 - h)V. 0 n sait que p et I’ ne chargent pas les ensembles 
polaires (voir [2]). Utilisons alors le lemme suivant: 
LEMME 6. Si lo est une mesure qui ne charge pas les polaires, alors 
p a un support fin (c’est-d-dire qu’il existe un plus petit ensemble finement 
ferme’F tel que p(K - F) = 0). 
Ici p et V ont done un support fin necessairement contenu dans A 
car L59” a son support fin dans A. Soit alors h surharmonique positive 
au voilinage de K qui majore P6, sur A (ici P est le potentiel de Green 
relativement a un disque contenant K); comme P,u ,< PS, 
(Theoreme 4), h majore Pp sur A. Mais Pp est finement harmonique 
hors du support fin de p (voir [4]) sauf en x done h - P~.L est 
finement surharmonique sur A c - {x} et lim inf(h - Pp) > 0 sur la 
front&e fine de AC car h est finement sci, Pp est finement continu et 
h > P~.L sur A. On conclut alors par le principe du minimum fin (voir 
[4] que h > Pp partout. D’oti Pp est major6 par la balayee sur A 
de P6, c’est-a-dire Pai= . De m&me pour PV. Mais 
P& =(I -h)PV+XPp 
+ 
et Pa,” 3 Pp et PB8”, 3 PV, d’oh h = 0 ou 1. 5 
Preuve du Lemme 6. Voir [l, p. 2041. 
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COROLLAIRE 3. Soit x,, E K, A une partie connexe telle que 
P C A C aK, AJinement fermee. Supposons que A - P soit de mesure de 
Hausdorfl d’ordre 1 nulle. Toute mesure de lensen de x0 portee par A 
est &ale a VzO . 
Preuve. Nous utiliserons un lemme de Carleson CnoncC dans 
[3, Lemme 1.51. Soit p une mesure de Jensen de x0 port&e par A; on 
sait que Pp = PSzO hors de K; or les potentiels sont finement continus, 
done Pp = Paz0 sur P u Kc. D’apres le lemme de Carleson applique 
avec Y = P, E = A - P, f = Paz0 (qui est continue au voisinage 
de aK car x0 E R), on en deduit que PAL = PSzO sur A. 
Le raisonnement utilise au Corollaire 2, montre que P = PJ# 
sur A. Deux applications successives du principe du minimum fiz 
montrent alors que Pp = PB$’ partout, d’ou p = g$ car les 
potentiels determinent les mesurg. En particulier, en appyfquant ce 
raisonnement avec p = VzO port&e par P, on obtient 
Rappelons que R(K) est logmodulaire si les logarithmes des modules 
des fonctions inversibles de R(K) sont denses dans les fonctions 
reelles continues sur aK, et que R(K) est algbbre de Dirichlet si les 
fonctions de %eR(K) sont denses dans les fonctions reelles continues 
sur aK. 
THBORBME 5. Soit K compact de @. Si R(K) est logmodulaire 
(done aussi, si elle est algkbre de Dirichlet), l’intt!rieur ordinaire de K 
coincide avec son interieur fin. En particulier pour tout x E K, V, = h, 
et tous les points de aK sont reguliers pour le probleme de Dirichlet 
pour R. 
Preuve. Si R(K) est logmodulaire sur aK, pour tout x E K, il 
n’existe qu’une seule mesure representative de x portee par aK. Done 
si x est point front&e de K, V, = 6, , done x est point de P. 
Remarque. (1) Les points de aK irreguliers pour le probleme de 
Dirichlet pour R forment un ensemble de capacite nulle. Pour ces 
points la mesure harmonique est distincte de 8, (car T; > 0, F-pres- 
que stirement). 
(2) On peut avoir R = K’ et R(K) nonlogmodulaire: c’est le cas 
de l’exemple don& par Davie (voir [3]) oh est construit un compact K 
tel que R(K) admette une partie de Gleason non connexe et oh tout 
point de aK est point pit, done a fortiori frontier-e fin. 
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4. DERIVATIONS BORN~~ES DANS L'INTERIEUR FIN 
Soit K compact de @, x0 E K, R,(K) I’espace des fonctions holomor- 
phes au voisinage de K. On dit que R(K) admet une derivation bornee 
d’ordre p en x0 si il existe une constante (telle que pour toutf E R,(K) 
on ait 
I P’(Xo)l G c IlfllK * 
Les points de K oti R(K) admet une derivation born&e d’ordrep sont 
completement caractQisCs dans [5] a l’aide de la capacite analytique. 
Si x E K, notons toujours 
A,(x) = {z E C/2-“-1 < 1 z - x 1 < 2-y 
et soit y la capacite analytique. Pour que R(K) admette une derivation 
bornee d’ordre p en x, il faut et il suffit que 
+ce (2@+l)n &4,(x) n Kc) < +m. 
n=o 
On en deduit aussitot le corollaire suivant: 
LEMME 6. En tout point de l’int&ieur$n, R(K) admet des dbrivations 
born&es de tout ordre. 
Preuve. Soit x E K’. Notons toujours C la capacite logarithmique 
et posons 
C(A,(x) n Kc) = e+(%) W(n) 2 0) 
de sorte que le critere de Wiener s’ecrit en x 
Par consequent, pour tout p, il existe Nr, tel que 
n k N, =E- n/11/(n) < l/Q + 2) log 2. 
Mais alors e-@(n) < 2-(~+~)%. Comme la capacite analytique est 
toujours dominee par la capacite logarithmique, on a 
C 2(~+9+4,(4 n Kc) < n$N9 2(~+1W(A,(x) n Kc) 
WN9 
< c 2-n < +co. 
n>N, 
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On peut alors donner une methode de calcul de la premiere deriva- 
tion en certains points interieurs fins. 
TH~~OR~ZME 6. Soit x,, E K’, dV,. la mesure de Keldych de x,, . 
Supposons que Uva(x,) = J dV,,l(x)/l x - x,, j soit jini. Alors pour 
tout fE R(K), on a 
Pxo-presque shement. 
De plus pour tout f E R(K), il existe un voisinage jin W de x0 tel que 
(2) 
ozi la &mite est prise pour la topologie usuelle. EnJin, on a la reprtkntation 
intbgrale suivante 
Preuve. (1) Soit f E R(K) limite uniforme dune suite (f& de 
fonctions holomorphes au voisinage de K. Pour tout n, tout t > 0, 
posons 
xjd(w) = hAiinf(4 Cd) - fn(xO) . 
b,(inf(t, TK’)) - x0 
Comme x -+ (f%(x) - fn(xo))/(x - x,,) est holomorphe au voisinage 
de K (Xln’)t,O est une martingale (voir la preuve du Theo&me 1). 
D’autre part, si t -+ 0, b,(inf(t, TK’)) -+ x,W-presque sQrement et 
d’apres le thtoreme de convergence des martingales de Doob, si l’on 
pose Xj”’ = fn’(xo), (Xpa))t>O devient une martingale. En particulier, 
nous avons 
d’oti une formule de reprksentation intkgrale 
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Considerons la suite des martingales (Xjn))t,,, et soit C’ un majorant 
uniforme de (/lfm /I& . L a suite des variables aTeatoires (Xc)) converge 
vers X, = cf(6,(TK,)) -f(xJ]/[bJQ) - x0] en restant dominee 
par la variable aleatoire 215” j 6,( TKt) - x0 1-l; mais cette derniere 
variable est integrable pour la probabilite Pxo puisque precisement 
UVz,(xO) < + w. Par consequent 
Par ailleurs pour t > 0, on sait que 
Xt(12) 3 x, = f(hAinf(4 TIC))) - f(X0) 
b,(inf(t, TK+)) - x0 
(6) et que Xl%) = fL(xO) --f X0 = f/(x0) puisque x,, 
d’apres le Lemme 6. 
est interieur fin 
D’aprirs (4)-(6) le processus (X,),,, est une martingale. Mais la 
martingale (X1),,, converge Pzo-presque surement vers une variable 
aleatoire A, qui est a,,+ = n,,, gt-measurable. D’aprb la loi du 
0.1 de Blumenthal (voir [l]), cette variable aleatoire est Pxo-presque 
surement une constante (y. et elle prolonge (X1),,, en t = 0. 
Mais (X,),>,, est deja une martingale; d’ou on deduit que 
(5) 
PQ-presque sikement et que 
f’@o) = Exe ( f(ki~Kt)) - f(Xo) b,(T,,) - x0 ) 
= f(4 -“f(xo) &r&) s z - x0 
L’CgalitC (1) signifie exactement que 
Utilisons alors le lemme suivant dti a Cartan. 
(3) 
LEMME 7. Soit E C @, x,, un point finement adhhent h E, g une 
fonction dbfinie SUY E qui admet une limite jne A si x tend vers x,Jinement 
dans E. I1 exikte alors un voisinage Jin W de x0 tel que g 1 WnE converge 
vers h lorsque x tend vers x0 pour la topologie ordinaire de W IT E. 
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Ici nous appliquerons le Lemme 7 avec 
E = K’ - {x0] et ~(4 = (f(x) - f(xd/(x - x0)- 
Preuve du Lemme 7. Soit D, disque de centre h et de rayon l/n 
dans C, V, voisinage fin de x,, tel que pour tout x E E n V, , g(x) E D, . 
Soit v, surhamonique > 0, dans un voisinage N de E, finie en x0 
telle que chaque fois que x0 est adherent a V,C pour la topologie 
ordinaire, alors 
p. w(x) = +a. 
XCV,= 
Soit (h,), une suite de reels > 0 tels que C &v,(x,,) < + CO et soit 
v = C hnv, . Elle est surharmonique finie en x0 . Posons 
F = u {x E Vllc/hno,(x) > n}. 
12 
On voit facilement que F est effile en x0 car si x0 est adherent B F 
pour la topologie usuelle, on verifie que 
lim V(X) = +c.o. x+x 0 
XEF 
Ainsi FC est voisinage fin de x,, . 
Les fonctions surharmoniques Ctant sci, il existe un voisinage U, de 
x0 tel que 
U, n VBc = {X E V,C/Xn~,(x) > fl} 
d'oti VmII U,nV,3Uu,nFc et si xEU,nFC, on voit que 
g(x) E D, d’ou g 1 EnF~ converge bien vers h pour la topologie usuelle. 
Donnons un exemple de conditions suffisantes pour que 
COROLLAIRB. Supposons que xTZO 2%r( P n A,(x)) < + 00 024 r 
dhigne la capacitk calcult!e par rapport au noyau de Green d’un ouvert 
contenant K. 
Alors on a Uv,(x) < +oo. 
Preuve. 11 faut voir que la condition capacitaire implique 
q fL(TKj) - x I-‘) < +a 
5WI6/3-5 
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Or on a Cvidemment: 
zP( 1 b,( TK’) - x I-‘) < c 2n+W(b,( Tff) E P n A,(x)) 
n 
oh T PnA,(2) dCsigne toujours le premier temps d’entrke dans P n A,(x). 
Mais P”( pP,, t5) < + co) est exactement le potentiel capacitaire crCC 
par la distrib&on d’dquilibre 17, de P n A,(x) c’est-h-dire 
oh K est constante (qui ne dCpend que du diamktre de K). D’oh 
PQP~A,(Z) < fm) < K’(n + 1) qpn 4(x)) 
et finalement, on a 
E”(I b,(Tp) - x I-‘) < K’C 2wyP n A,(x)) < +aL 
n 
Remarque. On peut construire des compacts oti le critkre capaci- 
taire du corollaire est rCalisC sur des ouverts fins. C’est le cas des 
compacts de M. Bore1 (voir [6, 71). 
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